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Matice v matice
a Fibonacciova posloupnost

Hana Turdinova

1 Matice bez Sroubu

Slovo matice je v ¢eském jazyce takzvané homonymum - mé rizné vyznamy.
Bézny smrtelnik si je pravdépodobné ihned spoji se slovem ,Sroub“ a prifadi
je do pracovniho kuffiku néjakého instalatéra ¢i rovnou na néjaké mostni
konstrukce nebo koleje.

Matematik si (malokdy aZ poté, co si uvédomi, Ze mluvi s nékterym jinym
matematikem) vSak pfedstavi obdélnikové schéma ¢isel, pfedmét zkoumani al-
gebraiki, ktery patii do myslenych pracovnich kuffikt témér jakychkoli jinych
matematiki, fyzikd, informatikd, inZzenyra. ..

Paklize jezdite na Letni skolu matematiky a fyziky, pravdépodobné z vas
néjaky takovy védec bude a i ve vasem pracovnim kuffiku najdou matice své
vyuziti. Proto neni nac¢ ¢ekat, seznamte se s nekovovymi obdélnikovymi mati-
cemi co nejdi¥ive. Na LSMF 2018 jsme tak ucinili, seznamili jsme se s definici,
zékladnimi maticovymi vypocty a jejich vyuzitim napftiklad pro feseni sou-
stav linearnich rovnic, ale tfeba i pro cestovani ¢i webové vyhledavace. Pro
studium téchto témat odkazujeme laskavého ¢tenare na libovolna skripta z li-
nearni algebry, na semestralni kurz Linearni algebra I na matfyzu nebo na
podobné zdroje uziteénych informaci.

V zévéru naseho sluknovského povidéni jsme vSak matice vyuzili jesté
k nécemu dalsimu. S jejich pomoci jsme nasli vzorec pro n-ty c¢len Fibo-
nacciovy posloupnosti, a to pomérné neobvyklym a pfi znalosti zakladnich
poznatkt o maticich jednoduchym zptsobem. Pojdme si to pfipomenout.

2 Fibonacciovi kralici

Fibonacciovou posloupnosti je nazyvana nekonec¢na posloupnost pfirozenych
¢isel, ktera je dana rekurentnim vyjadfenim:
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e a; =1,
® a, =1,
® Gpy] =0y + ap—1 Pron > 2.

VypiSeme prvnich nékolik ¢lenti Fibonacciovy posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55,... Témto c¢islim se také iika Fibonacciova c¢isla.

Fibonacciova posloupnost byla pravdépodobné poprvé popsana v Liber
Abaci, Knize po¢ti, vydané v roce 1202 italskjym matematikem Leonardem
Pisanskym zvanym téz Fibonacci. Tato kniha mé dodnes velky vyznam pro
Evropu, Ameriku a mnoho jinych éasti svéta, nebot zde byly poprvé pred-
staveny Evropantim arabské déislice. Fibonacci zde ilustroval vyhody vyuziti
arabskych cislic na nékolika pfikladech, mezi nimiz zfejmé byla i tloha o kra-
licich.

Uloha se zabyvala riistem populace kralikti za nékolika zjednodusenych
podminek:

e Prvni mésic se narodi jeden par kralikt.

e Kazdy krali¢i par mize mit malé kralicky az po dvou mésicich svého
zivota.

e Kazdy mésic se narodi kazdému produktivnimu paru kralikt jeden par
kralicki.

e Kralici nikdy neumiraji, nejsou nemocni, vesele se mnozi.

Ulohou bylo popsat mnozstvi parti kralikti v n-tém mésici. A vychazela po-
sloupnost 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,..., kterou jsme vySe popsali reku-
rentnim vzorcem. Na prvni pohled neni vidét, jak bychom explicitné popsali
n-ty ¢len této posloupnosti. A aby také ano, vzdyt brzy zjistime, Ze se ve
vzorci objevuji iracionalni ¢isla. Je az prekvapujici, ze vzorec pro n-ty clen
tak jednoduse vypadajici posloupnosti pfirozenych ¢isel obsahuje kompliko-
vanou manipulaci s iraciondlnimi ¢isly.

Pro ziskdni explicitniho vzorce pro n-ty ¢len posloupnosti existuje néko-
lik metod. Nejpouzivanéjsi je pravdépodobné vyfeseni diferenc¢ni rovnice. My
jsme si ve Sluknové zvolili metodu neobvyklej$i, jez vyuzivd pouze linearni
algebru, kterou jsme pfedtim procviéili. (Nicméné i zde bychom po chvilce
mohli najit néjaké souvislosti s metodou diferen¢nich rovnic. Navodna slova
pro sec¢télejsi ¢tendfe: dynamické systémy.) Pustme se tedy do hledani expli-
citniho vzorce.
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3 Kralici v matici

Ptepisme problém do matic a vektort: definujme

a
a={ "
Anp+1

pro kazdé n € N. Pak pro matici

0 1
5=(1 1)
0 1 a a a
B—>n _ n _ n+1 — n+1 — n—)
“ (1 1) (an+1> (an-i-l + an Ap 42 In+1

To znamend, ze pro n > 2 postupnym vyjadfovanim prvka a—,i,m, e as
dostaneme vzorec a,, = B"'aj. Pokud bychom tedy uméli rychle mocnit
matici B, dostaneme v prvnim fadku vektoru a explicitni vzorec pro n-ty
¢len Fibonacciovy posloupnosti.

V tom ndm pomohou takzvand vlastni c¢isla matice: X € C nazveme
vlastnim ¢islem matice A, jestlize existuje nenulovy vektor o takovy, ze
AT = AU. Vektor U se nazveme vlastnim vektorem matice A piislusngm
vlastnimu ¢islu \, jestlize NV = AV .

Napriiklad matice
2 0
0 2

ma vlastni ¢islo rovné 2 a vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 2 jsou
véechny prvky C2. Takovou matici umime i snadno umocnit na n-tou a plati:

(g g)n v =2"7.

plati

Povsimnéme si, Ze umocnovana matice je diagonalni, tedy ma nenulové prvky
jen na hlavni diagonale. Takové matice se umocnuji snadno. Na podobném
principu funguje i umocnovani libovolné ¢tvercové matice, ktera se vsak nejdrive
musi prevést do takzvaného Jordanova kanonického tvaru. Ten obsahuje snadno
mocnitelnou matici vytvofenou z vlastnich ¢isel ptivodni matice.

Proto nyni chceme nalézt vlastni ¢isla nasi matice B, ktera charakterizo-
vala rekurentni vzorec Fibonacciovy posloupnosti. Jak se ale takova vlastni
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&sla hledaji? Vime, e musi platit A7 — BY = 0, tedy (Al — B) ¥ = 0. Tudiz

feSime soustavu
A -1 (0 N -1 A—1 0
-1 X—-110 0 XN—-Xx—1|0/"

V druhém fadku nadm vysla rovnice s parametrem ()\2 —A— 1) ve = 0. Kdyby
se v rovnalo nule, pak by v prvnim fadku vyslo v; také nula a byl by porusen
pozadavek, ze 7 ma byt nenulovy vektor. Tedy musi platit A2 — A — 1 = 0.
Resenim této kvadratické rovnice jsou ¢isla % a %

Poznamenejme, Ze prvni z nich neni zadné jiné cislo, nez slavny zlaty rez,
symbol krasy nejen v matematice, ale i v riznych (jingch) umeéleckych oborech.
V umélecké fotografii nebo malifstvi je pomeér zlatého fezu znamy jako idealni
pozice, kam umistit zobrazovany objekt. Tento trik se vSak objevuje i v hudbé,
jak dokazuje naptiklad Beethovenova Symfonie ¢. 5 ¢ moll. Zda tento autor
umistil nejznaméjsi melodii pravé do zlatého fezu prvni véty intuitivné, nebo
propoc¢tem, se muzeme jen domnivat.

Nyni nalezneme vlastni vektory pfislusejici vlastnim ¢isliim matice. Opét
feSime stejnou soustavu, tentokrat vSak s konkrétnimi ¢isly A. Jelikoz jsme
zajistili, aby byl druhy fadek nulovy, v prvnim fadku mame jistou volnost,
feSeni takové soustavy bude mnoho. Proto si mtzeme zvolit naptiklad druhou
slozku vektoru jako ¢islo 1, a prvni dopoc¢itame. Dostavame, ze vlastni vektor

T
piislusny vlastnimu ¢islu 1+\f je napriklad ( 2‘/5, 1) a vlastni vektor

T
prislusny vlastnimu ¢islu 1= f je napriklad (—%, 1)

Nyni mame vse, co potrebujeme k vytvoreni Jordanova kanonického tvaru.
Ctenéfe, ktefi by tuto latku chtéli 1épe nastudovat, opét odkazujeme na vyse
zminénou literaturu. Pro ostatni nyni mozné provedeme malé kouzlo. Vypoc-

tem muzete ovérit, ze plati

— 5 1 1 145
_12\/5 _1+2\f 1+2\/5 0 7 7 _ 0 1
1 1 0 1=V ]\ 1L _1-v5.1 1 1)
2 NG 2 5

Prvni matici jsme vytvorili z vlastnich vektort pfislusnych vlastnim ¢islum,
a to ve stejném poradi, v jakém jsme vlastni ¢isla polozili na diagonalu druhé
matice. Treti matice je matice inverzni k prvni matici, tedy opét muzete
vypocCtem ovéfit, ze plati

— 1 1 1+v5
(" —f><f - >:(1 %)
1 1 _1 115 0 1/°
5 V52

&w

[
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Nyni chceme upravit vzorec a, = B"'a} pomoci ziskaného tvaru matice
B, tedy

an \ (0 1\"!
Ap+1 o 1 1

_ B\ 1 1 145
= ( - 2\/5 1+2\/5> ((1 2\[) ' \fO ( NG 5 2f> (1)
1— n— 1 11— .
L L 0 =2\~

Mocnina se postupné schovala do diagonalni matice, nebot jsme vyuzili vlast-
nosti inverznich matic. Pokud totiZ mocninu rozepiseme jako nékolik soucinti
za sebou, vedle sebe se zde pak vyskytuji matice k sobé inverzni a jejich soucin
se rovna jednotkové matici.

Postupnym roznasobenim matic vektorem napravo dostaneme

(1+\/g)nii(1—\/5)nL
(w) A
A1 (1+2\/5)n71(3+2\/3)% _ (1—2\/5)717 (3—2\/5)%

a tedy konecné i explicitni vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciovy posloupnosti

n n
1+v5) 1 1-v5\ 1
p=|——| —=-| ——| —,
" 2 V5 2 V5
ve kterém se vyjimé zlaty fez. Reknéte sami, neni matematika také uméni?
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